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L’examen est constitué de 3 problémes qui totalisent 39 points. Chaque probléme comporte
un énoncé illustré et détaillé sur la page de gauche et des questions sur la page de droite. Les
développements mathématiques et physiques d’un probléme doivent étre effectués et rédigés

proprement sur les pages quadrillées a la fin du probléme.

Consignes

Préparer votre carte Camipro, la poser visiblement sur la table et vérifier votre N° Sciper.
Attendre le début de I’épreuve avant d’ouvrir le cahier d’examen.

Le formulaire de 'examen (1 page A4 recto-verso) est autorisé.

L’utilisation de tout appareil électronique est interdite.

Un dictionnaire bilingue non annoté est autorisé pour les étudiant.e.s non francophones.
Effectuer les développements mathématiques et physiques d’un probléme sur les pages
quadrillées a la fin du probléme.

Retranscrire les réponses sur les pointillés sous chaque question dans les espaces réservés a cet
effet.

Utiliser un stylo a encre noir ou bleu foncé (éviter d’utiliser un crayon) et effacer proprement
avec du correcteur blanc si nécessaire.

Ne pas dégrafer le cahier d’examen et laisser le tableau et les cases blanches vides.

Les feuilles de papier brouillon ne seront pas ramassées et pas corrigées.

Il est recommandé de résoudre les questions bonus & la fin de 'examen si le temps le permet.
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Probléme 1: Bille oscillant sur un coéne en rotation (21 points)

(o Dh D D D D Do D D Do D Do [ D D [s
[ Jo L [ [ [ [

Laisser les cases blanches vides

Une bille considérée comme un point matériel P de masse m est suspendu a un ressort de constante élastique
k et de longueur a vide £y. La partie supérieure du ressort est fixée a ’origine O au sommet d’un cone vertical
de demi angle d’ouverture 6 constant par rapport a son axe de symétrie vertical. Un moteur fait tourner
le come autour de son axe de symétrie & vitesse angulaire €2 constante dans le sens horaire en vue d’avion.
Une rainure le long du cone empéche la bille d’avoir un mouvement relatif horizontal par rapport au cone.
Ainsi, lorsqu’elle est en contact avec le cone son mouvement est purement radial par rapport au référentiel
relatif du cone. On suppose que la bille coulisse sans frottement a 'intérieur de la rainure et que les valeurs
des grandeurs physiques sont telles que la bille reste en permanence en contact avec le cone.

Pour décrire la dynamique de la bille sur le cone en rotation, on considére deux référentiels : le référentiel
d’inertie absolu R du sol et le référentiel accéléré relatif R’ du cone en rotation. On choisit un repére
sphérique relatif (ﬁ,é,q@) ou le vecteur unitaire radial # est orienté radialement vers la base du cone, le
vecteur unitaire nodal @ est orthogonal au plan tangent au cone et orienté vers ’extérieur, et le vecteur
unitaire azimutal (,23 est orienté horizontalement dans le sens horaire. On choisit le sommet du cone O comme
origine du repére relatif sphérique.

Les réponses doivent étre exprimées en termes de la masse m de la bille, de la constante élastique k& du
ressort, de sa longueur a vide £y, de la vitesse angulaire scalaire 2 de rotation du codne, de la norme du
champ gravitationnel g, des coordonnées sphériques relatives r, € et ¢, de leurs dérivées temporelles, des
vecteurs de base 7, 0 et qg du repére sphérique et des grandeurs spécifiées dans ’énoncé de chaque question.

Questions et réponses ci-contre, calculs sur les pages quadrillées suivantes
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1. (3 points) Déterminer la force centrifuge F'. et la force de Coriolis F ¢ exercées sur la bille dans le
référentiel relatif R’ du cone.

Les contraintes géométriques imposées sur les coordonnées sphériques par le cone de sommet O et de
demi-angle d’ouverture 6 sont les suivantes,

0 = cste ainsi =0 et 6= 0,

: ; (1)

¢ = cste ainsi ¢=0 et ¢=0.

Compte tenu des contraintes géométriques (1), la position relative r,. (P), la vitesse relative v,. (P) et
Paccélération relative a, (P) de la bille s’écrivent,

r. (P)=r7,
v, (P) =77, (2)
a,(P)=7%.

Le vecteur vitesse angulaire {2 s’écrit en coordonnées sphériques,
Q=0 ((:os@'ﬁ - sin@é) . (3)
Compte tenu de la position relative (2) et de la vitesse angulaire (3), la force centrifuge s’écrit,
F.=—-mQx (Q X Ty (P)) = —mrQ? (cos&f - sin@é) X ((1;95”9’17— sin@é) X ﬁ)
= —mrQ%sing (cos@r“ — sin9§) X ¢ =mrQ*sinf <sin€f“ + cos @ é) = mrsinfQ?p.
Au vu de la vitesse relative (2) et de la vitesse angulaire (3), la force de Coriolis est,

Fo=—2mQx v, (P)=—2miQ (M— sineé) X F=—2miQsingd. (5)
2. (5 points) Déterminer le vecteur force de réaction normale IN exercé par le cone sur la bille.

Les forces extérieures exercées sur la bille sont son poids P, la force élastique F', exercée par le ressort
et la force de réaction normale IN exercée par le cone. Le poids s’écrit,

P=mg=myg (cos@f — sinf é) , (6)
et la force élastique est exprimée comme,
F.=—-kd=—k(r— {)7. (7)

Compte tenu des contraintes géométriques (1), le vecteur force de réaction normale a la forme suivante,

N=NyO+N,o. (8)
Solution 1: La loi du mouvement relatif de la bille dans le référentiel relatif R’ du coéne en rotation
s’écrit,

> F*+>Y F"=P+F.+N+F.+Fc=ma,(P). (9)

En substituant les forces extérieures (9), (7) et (8), les forces d’inertie (4) et (5), et 'accélération
relative (2) dans la loi du mouvement relatif (9) et en la projetant selon les lignes de coordonnées
sphériques, on obtient les équations scalaires suivantes,

selon 7: mgcosf — k(r— £y) +mrQ*sin®6 = mi, (question suivante) (10)
selon @: —mgsinf+ Ny +mrQ?sinfcosf =0, (11)
selon ¢: Ny— 2miQsing=0. (12)
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Les équations de contraintes (11) et (12) donnent les composantes de la force de réaction normale (8),
N:m(gfT92C089)81n99+2meSiIlo(i. (13)
Solution 2: Compte tenu des contraintes géométriques (1), accélération absolue de la bile s’écrit,
a, (P) = (i — rQ?sin®0) # — rQ?sin 6 cos00 +27Qsind . (14)
La loi du mouvement absolu de la bille dans le référentiel absolu R du sol s’écrit,
> F*=P+F.+N=ma,(P). (15)

En substituant les forces extérieures (9), (8) et I’accélération absolue (14) dans la loi du mouvement
absolu (15) et en la projetant selon les lignes de coordonnées sphériques, on obtient les équations
scalaires suivantes,

selon #: mgcost — k(r— lo) =m (F — rQ?sin*0) , (question suivante) (16)
selon 6 —mgsinf + Ng = —mr Q%sinf cos b, (17)
selon ¢: Ny=2miQsind. (18)

Les équations de contraintes (17) et (18) donnent les composantes de la force de réaction normale (8),

N:m(gfTQQCOSH)Sin99+2m7"Qsin9<;§. (19)
. (1 point) Montrer que ’équation du mouvement relatif de la bille sur le cone s’écrit,

. 2 .. 2 k

7 — rQ°sin®f + — (r — £y) — gcosf =0.

m

En divisant I’équation du mouvement (10) selon la coordonnée radiale par la masse m, on obtient,

. k 2 2

F=gcosd— — (r— ly) +rQ°sin“ 6. (20)

m

. (2 points) Déterminer 'inéquation qui doit étre satisfaite par la vitesse angulaire scalaire  pour que
la bille ne décolle pas.

Comme la bille coulisse dans la rainure, elle peut décoller que dans le plan vertical de la rainure lorsque
la composante nodale de la force de réaction normale s’annule. La condition pour que la bille ne décolle
pas est,

Np =msin® (g — rQ*cosf) > 0. (21)

Ainsi, pour une vitesse angulaire de rotation du cdne qui est suffisamment faible la bille ne décollera
pas,

Q< /2 (22)

rcosf

. (3 points) Déterminer la coordonnée radiale d’équilibre rg et la condition a satisfaire pour qu’elle soit
stable.

L’équation du mouvement radial de la bille (20) peut étre mise sous la forme suivante,
N k 2 . 2 k
F+|——Q°sin“0 | r=—~g+gcosh. (23)
m m

En évaluant I’équation du mouvement & 1’équilibre dans le référentiel relatif du cone,

r = ro = cste et 7=0, (24)
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on obtient la coordonnée radiale d’équilibre,

k
— Ll + gcosd

ro = —ZL . (25)
= — 02sin%0

m

A T’aide de la coordonnée de déviation radiale définie comme,
p=T—T0 ainsi F=p, (26)

I’équation du mouvement (23) est mise sous la forme suivante,

/')'4—(,]{‘—(22;%‘11129)/):0, (27)

m

Pour que I’équilibre soit stable, il faut que le mouvement de la bille au voisinage de 1’équilibre soit un
mouvement harmonique oscillatoire de pulsation au carré,

k
w?=— — O?sin?6 > 0. (28)
m

Ainsi, pour que I'équilibre soit stable, il faut que la vitesse angulaire satisfasse la condition,

1 Jk
Q —. 2
< sinf Vm (29)

. (1 point) Déterminer la période des oscillations autour de la position d’équilibre stable r.

La période d’oscillation est déduite de la pulsation (28) du mouvement harmonique oscillatoire,

2 2
T L (30)

" = )
i — O2sin%6
V m

. (2 points) Montrer que la grandeur scalaire H donnée ci-dessous est constante,

1 1 1
H= 5m7’“2 - §m7’292sin29+ §k(r— lo)? — mgrcosf.

Solution 1: L’équation du mouvement (20) multipliée par m 7 s’écrit,
mii— mQ?sin® 0ri + k(r — Lo) 7 — mgcosfi = 0. (31)

Compte tenu des grandeurs infinitésimales dr = 7 dt et drr = #dt, l'intégrale par rapport au temps
de t' =0 at' =t de l'équation différentielle du mouvement (31) multipliée par l'intervalle de temps
infinitésimal dt s’écrit,

7(t) r(t) r(t) r(t)
m/ 7 di’ — mQ*sin? 0 r'dr' + k:/ (r' — Lo) dr' — mg 0089/ dr=0. (32)
7(0) r(0) r(0) r(0)

La solution de cette intégrale est,

%m (7% (t) — 7% (0)) — % m Q2 sin? 0 <7'2 (t) — r? (0))
: (33)
. P o 2 o . . 2 . “Q P . —
+5k ((, (t) — 02— (r(0) — € ) mg cos f (, (t) - r (o)) 0,
ce qui implique que la grandeur,
H= %mi’2 (t) — %mr2 (t) 2 sin? 0 + % k(r(t) — £o)* — mgr (t) cos 0, (34)

est constante.
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Solution 2: La dérivée temporelle de la grandeur H s’écrit,
H=mri— mriQ%sin?0 + k(r — £o) 7 — mg7cosh. (35)

A Taide de 'équation du mouvement relatif de la bille (20), on en conclut que la dérivée temporelle de
Pexpression (35) pour la grandeur H est nulle,

H=(m#— mrQ?sin®0+k(r— £y) — mgcosf) s =0, (36)
ce qui démontre que la grandeur H est constante.

. (4 points) Déterminer I’énergie mécanique E de la bille par rapport au référentiel d’inertie absolu
R du sol en prenant comme référence d’énergie potentielle de pesanteur le plan horizontal contenant
I'origine O et comme référence d’énergie potentielle élastique 'extrémité du ressort & vide. Montrer
que la dérivée temporelle de 1’énergie mécanique s’écrit,

E=—F¢c-v,(P),

ol v, (P) est la vitesse absolue de la bille.

Compte tenu des contraintes géométriques (1), la vitesse absolue de la bille est,
Ve (P) =77 +rQsinf¢. (37)

L’énergie cinétique de la bille est,

1 1 1 ‘ .
T= 3 mv? (P) = 3m 2+ 5 ™M r20%sin? 6. (38)

L’énergie potentielle de la bille est la somme de 1’énergie potentielle élastique et de ’énergie potentielle
de pesanteur,

1 .
V= 5 k(r— €)* — mgrcosf. (39)
Par conséquent, ’énergie mécanique de la bille s’écrit,

E=T+V = %mvﬁ2 + %mr2QQSin29+ %k(r — 4)? — mgrcosf. (40)
La dérivée temporelle de I'énergie mécanique de la bille est,
E:(mf+mrQQSin29+k(r—€0)—mgcos@)v*. (41)
Compte tenu de I’équation du mouvement (10), la dérivée temporelle de 1'énergie (41) se réduit a,
E=2mriQ%sin?6. (42)
Le produit scalaire de la force de Coriolis (5) avec la vitesse absolue (37) s’écrit,
Feo-v, (P) = (—meQ sin9q§) . (f/‘f"—i— r sin9q§) =—2mrrQ?sin®0, (43)
Par conséquent, on en conclut que,

E=—F¢-v,(P). (44)
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Probléme 2: Pendule conique de longueur variable (20 points)

(o Dh D D D D Do D D Do D Do [ D D [s
[ Jo [ e [ [ oo [

Laisser les cases blanches vides

m' Q

Une bille considérée comme un point matériel P de masse m est attachée a lextrémité gauche d’un fil
inextensible de masse négligeable. Ce fil coulisse sans frottement sec a travers une gaine horizontale attachée
au plafond. L’extrémité droite du fil est attachée & un contrepoids considéré comme un point matériel de
masse m’. On place 'origine O a Pextrémité gauche de la gaine. La bille a un mouvement de rotation autour
de l'axe vertical qui passe par 'origine O alors que le contrepoids a uniquement un mouvement vertical de
vecteur unitaire 2 orienté vers le haut. Le systéme constitué de la bille et du contrepoids est soumis au
frottement visqueux de ’air caractérisé par le coefficient de frottement b.

Afin d’étudier la dynamique de la bille, on choisit un repére sphérique (%, 0, J)) d’origine O ou le vecteur
unitaire radial 7 est orienté le long du fil vers le bas, le vecteur unitaire nodal @ est orthogonal au fil orienté
vers le haut et le vecteur unitaire ¢ est orienté horizontalement dans le sens horaire.

Les réponses doivent étre exprimées en termes de la masse m de la bille, de la masse m’ du contrepoids, du
coefficient de frottement visqueux b, de la norme du champ gravitationnel g, des coordonnées sphériques r,
0 et ¢, de leurs dérivées temporelles, des vecteurs de base 7, é, c;AS, et des grandeurs scalaires spécifiées dans
I’énoncé de chaque question.

Questions et réponses ci-contre, calculs sur les pages quadrillées suivantes
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1. (3 points) Déterminer la puissance P dissipée par le frottement de 1'air dans le systéme.
Comme le fil est inextensible, la coordonnée de vitesse verticale Z du contrepoids et la coordonnée de
vitesse radiale 7 de la bille sont égales, leurs coordonnées d’accélération également,
i=7 et E=i. (1)

Ainsi, la force de frottement visqueux de l'air F'y exercée sur la bille et celle F'f exercée sur le contre-
poids s’écrivent,

Fy=—bvo=-b(i7+r00+rdsin0d) et Fj=—bo'=—biz=—bi2. 2)

Par conséquent, la puissance dissipée par l'action des forces de frottement de 'air sur la bille et le
contrepoids s’écrit,

P=F; v+ F}; v =-b(v+v?) =-b (27:2+r292+7’2q52311129>. (3)

2. (3 points) Déterminer le vecteur tension T' exercée par le fil sur la bille lorsque le systéme constitué
de la bille et du contrepoids n’est pas a 1’équilibre en considérant la dynamique du contrepoids.

Les forces extérieures exercées sur le contrepoids sont son poids P’, la tension T” exercée par le fil et
la force de frottement visqueux de 'air F’f,

P =m'g=-mgz e T =T2, (4)
ou le vecteur unitaire vertical 2 est orienté vers le haut. Ainsi, le vecteur accélération du contrepoids
s’écrit,

ad=32=72. (5)

La loi du mouvement du contrepoids s’écrit,
ZF’EXt:P/—FT/—'—F, :m/a/. (6)

En substituant les forces extérieures (2) et (4) et laccélération du contrepoids (5) dans la loi du
mouvement du contrepoids (6) et en la projetant selon la ligne de coordonnée verticale compte tenu
des identités (1), on obtient 1'équation scalaire,

selon 2: —m/g+ T — br=m'7. (7)

Comme les tensions dans le fil sont des forces intérieures au systéme formé de la bille et du contrepoids,
la norme de la tension T exercée par le fil sur la bille est égale & la norme de la tension T” exercée par
le fil sur le contrepoids,

T=-Tf=-T¢%=—(m'i+br+m'g)7. (8)
3. (3 points) Montrer que les équations du mouvement radial et nodal de la bille s’écrivent,
(m+m/)i+2bi —m (9'24—&2511129) r+(m' — mcosf)g=0,
mr 0+ (br+2m7) 0 +m (g - réQCOSG) sinf =0.
Les forces extérieures exercée sur la bille sont son poids P,
P:mg:—mgﬁ:mg<cos€)7?—sin@é)7 (9)

la tension T exercée par le fil (8) et la force de frottement visqueux F'y de l'air (2). L’accélération de
la bille est,

a= (7'"'7 rf? — Tci>2sin26>r“+ (ré+21'"9.7 rgf)zsinecosﬁ) ]
. : . R (10)
+ (r¢sin9+27'“¢sin9+27"9q50089> b.
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La loi du mouvement de la bille s’écrit,
Y F*=P+T+F;=ma. (11)

En substituant les forces extérieures (2), (8) et (9) et 'accélération (10) dans la loi du mouvement (11)
et en la projetant selon les lignes de coordonnées sphériques, on obtient les équations scalaires suivantes,

selon #: mgcos®— m' (¥ +g)— 2bi=m (r — 0% — r¢?sin® 0) , (12)
selon 6: —mgsind—brf=m (7’ 0+2760— r¢?sinfcos 9) , (13)
selon @ : —brsin9q§=m(T(}BsiHG+27‘¢sin9+2r9¢0059) . (14)

La projection de la loi du mouvement selon la ligne de coordonnée radiale (12) est remise en forme
comine,

(m+m')i+2br — m<9.2+¢.)251n20)r+(m'7 mecosf)g=0, (15)

et la projection de la loi du mouvement selon la ligne de coordonnée nodale (13) est remise en forme
comine,

mré+(br+2mr')9+m<gfr¢20050)sin9:0. (16)
. (1 point) Déterminer le vecteur moment cinétique Lo de la bille évalué par rapport a lorigine O.

Le vecteur moment cinétique Lo de la bille évalué par rapport a 'origine O s’écrit,

Lo=mrxv=mr# x (M—&—r@é—l—résinﬁq@) =—mr’¢sind0+mr’le. (17)

. (3 points) Lorsque le fil attaché a la bille est vertical, c’est-a-dire § = 0 et ¢ = 0, dans le cas ou
m > m’, déterminer la vitesse limite de chute v, de la bille de masse m et ’évolution temporelle de
sa vitesse radiale 7 (t) en termes du temps d’amortissement,

m+m’
2b

T =

compte tenu de la condition initiale 7 (0) = 0.

Lorsque le fil attaché a la bille est vertical, ¢’est-a-dire § = 0 et ¢ = 0, I'équation du mouvement radial
de la bille (15) se réduit & une machine d’Atwood avec frottement visqueux,

m—m'

1 L s
i g, (18)

qui est remise en forme comme,

1 m—m'
L L _0. 19
7+7’<7 20 g) (19)

A grand temps, ’équation du mouvement (19) décrit un mouvement de chute & vitesse constante,

. L. m—m m—m'
tlggo(Tr—ﬁ—r—ng)voo—zbgO. (20)
Ainsi, la vitesse limite de chute est,
m— m m— m' 50 (21)
Voo = g= T .
o 2b g m—+m/ g
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A T’aide du changement de variable,
U=T— U ainsi u=r, (22)
léquation du mouvement radial (19) devient,
o1
G+ —-—u=0. (23)
T

Compte tenu de 'identité du = @ dt et de la condition initiale 7 (0) = 0, l'intégrale par rapport au
temps de t' =0 a ¢’ = ¢ de ’équation du mouvement (23) multipliée par dt/u s’écrit,

7(t)— Voo d 1 t
/ —u:—f/dt’. (24)

Voo

Le résultat de cette intégrale est,

In (voo_r(t)> __t (25)

Voo T

Ainsi, I’équation de la vitesse est,

P (1) = s (l—exp (—i)) :m97<1—exp (—i)) . (26)

. (2 points) Pour cette question et la suivante, on néglige le frottement de lair, c’est-a-dire b — 0.
Montrer alors que la composante verticale du moment cinétique L, = Lo - 2 = m 12 ¢ sin® 0 évalué a
lorigine O est constante.

Solution 1: En absence de frottement visqueux, c’est-a-dire b — 0, ’équation du mouvement azimu-
tal (14) se réduit a,

résind + 27 ¢sind +2r0pcosh =0. (27)
Par conséquent, la dérivée temporelle de la grandeur L s’annule,

L,=mrsinf <7’q5sin6’+2%(75Sill€+2r9(f)(:()s9> =0. (28)

Solution 2: Compte tenu des identités dr = rdt, df = 6 dt et dq'ﬁ = g.iidt, I’équation du mouvement
azimutal de la bille (27) divisée par r¢sin 6 peut étre mise sous la forme suivante,

12l yocothd=0. (29)
0] r

Compte tenu des identités dr = rdt, df = 6 dt et dq'S = (igdt, Iintégrale par rapport au temps de
t' =0 at =t del’équation différentielle (29) multipliée par I'intervalle de temps infinitésimal dt s’écrit
formellement,

é 71 g (4
/ d.—‘é+2/ d—r+2/ cot0' dod’ =0. (30)
¢50 ¢/ 70 r! 6o

La solution de I'intégrale est,

. _ e
(2 +21n(T)+21n(%m9):1n rosin 6 (31)
®o o sin 0o 8 ¢o sin® b

Ainsi, par exponentiation de ce résultat,

mr? ¢ sin? @ = mrd ¢y sin’ b . (32)

ce qui signifie que la composante verticale du moment cinétique L, évalué a ’origine est une constante
du mouvement,

L. =mr?¢ sin? 0 = cste. (33)
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7. (5 points) Lorsque le contrepoids est immobile, déterminer I’angle d’inclinaison constant 6y du fil de

la bille et la norme de I’accélération centripéte a. de la bille uniquement en termes des masses m et m/
et du champ gravitationnel g. Déterminer la condition qui doit étre satisfaite pour que le contrepoids
puisse étre immobile.

Lorsque le contrepoids est immobile et que ’angle d’inclinaison est constant,

r = 19 = Ccste ainsi r=20 et F=0,
0= 90 = cste ainsi 0 =0 et 9 = O7 (34)
¢ = do = cste ainsi $=0.

Les équations du mouvement radial (12) et nodal (13) se réduisent a,

selon #: mgcosfy— m'g=—mmr @3 sin? 6, , (35)

selon @: —mgsinfy = —mrod3sinbycosby. (36)

En prenant la différence entre 'équation (35) multipliée par cosfy et I’équation (36) multipliée par
sin 6y, on obtient,

mg (cos2 0o + sin? 6o) — m'gcosby =0. (37)
Par conséquent,
cosfy = LL/ ainsi 0y = arccos (ﬂ/) . (38)
m m

Pour que le contrepoids puisse étre immobile, il faut que la masse de la bille soit inférieure ou égale &
celle du contrepoids,

cosfy <1 ainsi m<m . (39)

La norme de laccélération centripéte est obtenue en substituant l'identité (39) dans I’équation du
mouvement de la bille (36),

) . sin g g 1 m/ 2
- 00 2 = = V1-cos20y =g/ —— — 1= — 1. 40
a. =g sinfy g5 =g cosfo  cosly cos*bo =g/ % I\ 2 (40)
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Probléme 3: Sphére roulant sans glisser sur un disque tourant (17 points)

(o Dh D D D D Do D D Do D Do [ D D [s
[ Ja [l

Laisser les cases blanches vides

lg f

Une sphére de masse M, de rayon R et de moment d’inertie I, par rapport & un axe passant par son centre
de masse G, roule sans glisser sur un disque. Le moment d’inertie de la sphére s’écrit,

Ig=AMR* on -<A<=.
Le disque est en rotation a vitesse angulaire constante,
Q=2 = cste,

autour de son axe de symétrie dans le sens trigonométrique en vue d’avion par rapport au référentiel d’inertie
du sol. Le vecteur vitesse angulaire de rotation propre de la sphére w a une orientation quelconque. L’origine
O est située a I'intersection entre I'axe de symétrie et le disque. On note C' le point de contact entre la sphére
et le disque. Le vecteur position du centre de masse de la sphére Rg est lié au vecteur position du point de
contact R¢ par la relation,

Ro=Rc+RZ2.

Le frottement statique dans le plan du disque permet le roulement sans glissement de la sphére sur le disque,
mais il n’y a pas de frottement cinétique sec ou visqueux & prendre en considération.

Ce probléme est a résoudre vectoriellement en utilisant I'identité suivante pour trois vecteurs d’orientation
quelconque a, b et c,

ax(bxe)=(a-¢)b— (a-b)c.

Les réponses doivent étre exprimées en termes de la masse M, du rayon R, des vecteurs vitesses angulaires 2
et w, de la vitesse angulaire scalaire €2, du coefficient A\, du vecteur position Rg, du vecteur vitesse Vg et du
vecteur accélération Ag du centre de masse G de la sphére, du vecteur unitaire vertical 2 et des grandeurs
scalaires et vectorielles spécifiées dans I’énoncé de chaque question.

Questions et réponses ci-contre, calculs sur les pages quadrillées suivantes
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1. (2 points) A laide de la condition vectorielle de roulement sans glissement de la sphére sur le disque,
montrer que la vitesse du centre de masse de la sphére s’écrit,

Ve=QxRg+Rwx 2.

La relation qui lie la vitesse du centre de masse de la sphére V¢ et la vitesse Vo du point de contact
entre la sphére et le disque s’écrit,

Ve=Vec4+wxCG=Vs+Rwx 2. (1)

Pour un roulement sans glissement, la vitesse relative du point de contact entre la sphére le disque est
nulle. Cela signifie que le point de contact C' a un mouvement circulaire di a la rotation du disque
décrite par le vecteur vitesse angulaire 2 = () 2,

Ve=QxRc=QXx(Rg— R2)=QxRsg— RQ2x2=Qx Rg. (2)
Par conséquent, on déduit la condition de roulement sans glissement des relations (1) et (2),

Ve=QxRg+RwXx 2. (3)

2. (4 points) A l'aide du théoréme du moment cinétique évalué au centre de masse G et du théoréme du
centre de masse, montrer que l’accélération angulaire de rotation propre de la sphére s’écrit,

w = _Eé X Ag en déduire que w - Z =cste.

Les forces extérieures exercées sur la sphére sont son poids P, la force de réaction normale du sol IV et
la force de frottement statique F'y entre le sol et la sphére. Le théoréme du moment cinétique évalué
par rapport & un axe qui passe par le centre de masse de la sphére G s’écrit,

ST Mg = Mg (P)+ Mg (N)+ Mg (F,) =g, (4)
ou les moments de force sont,

Mg (P)=GGxMg=0,
Mc(N)=GCxN=—-RN2x2=0, (5)
Mg (F))=GC xFy=—R2x Fy.

Par conséquent, le vecteur accélération angulaire de la sphére est donnée par le théoréme du moment
cinétique (4),

d::—%ﬁxFﬁ. (6)
Le théoréme du centre de masse s’écrit,

> F*=P+N+F,=MAg, (7)
ou le poids et la force de réaction normale se compensent,

P+ N=0. (8)
Par conséquent, le théoréme du centre de masse se réduit a,

F,=MAg. 9)

En substituant la force de frottement statique (9) dans le théoréme du moment cinétique (6), ’accélération
angulaire devient,

MR 1
V=——2XAg=——=2xAg. 10
w Ip 2 86T T g ae (10)
Il s’en suit que la composante verticale de ’accélération angulaire propre de la sphére est nulle,
1
d!‘,%:*ﬁ(ﬁXA(;)w??:O ainsi w - 2 =cste. (11)
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3. (2 points) Montrer que le mouvement du centre de masse est décrit par I’équation vectorielle suivante,

AG:Q/XVG.

Déterminer le vecteur vitesse angulaire de rotation Q' du centre de masse G de la sphére.

La dérivée temporelle de la condition de roulement sans glissement (3) s’écrit,
A= xVg+Rwx 2. (12)

En substituant 1'accélération angulaire (10) dans la dérivée temporelle de la relation de roulement sans
glissement (12), on obtient I’équation vectorielle suivante,

1 1
Ag=QxVg— (2% Ag) x2=0x V5 - 1 Ag, (13)

qui est remise en forme comme,

A
Ac= ——— QxVg=9Q x Vg, 14
ST+ ¢ ¢ (14)
ol le vecteur vitesse angulaire de rotation Q' du centre de masse G de la sphére est lié au vecteur
vitesse angulaire de rotation 2 du disque par la relation,

A
(1+X)

Q = Q. (15)

. (3 points) Montrer que le centre de masse G de la sphére a un mouvement circulaire de vitesse

angulaire constante €’ autour du point fixe A décrit par I’équation,
Vo=Q x (Rg — Ra) en déduire que Ag=—-9%(Rg— R,) .

Déterminer le vecteur position R 4 du centre A de la trajectoire circulaire a 1’aide des conditions initiales
sur la position Rg o et la vitesse Vg ¢ du centre de masse G compte tenu de I'identité vectorielle,

Vao

, :—@Q’X(Q’XVQO).

L’intégration de I’équation du mouvement (14) par rapport au temps de ¢’ = 0 a ¢’ = t s’écrit formelle-
ment,

t t
/ Vedt = x/ Re dt' . (16)
0 0
La solution de cette intégrale est,
Vo — Vo= x(Rg — Ray), (17)

qui est remise en forme comme,

1
VG ES Q/ X <RG — RG70 — @ (Q, X VG70)) . (18)

La vitesse du centre de masse G de la sphére s’écrit
VG = ﬂ/ X (RG — RA) . (19)

ou la position du centre A du mouvement circulaire est,

1 1
Ry =Rgo+ o2 (' xVgo) =Rao+ o (2xVayp) . (20)

En substituant la vitesse du centre de masse (19) dans ’équation du mouvement (14), on obtient
I’accélération du centre de masse de la sphére,

Ag = Q' x (n x (R — RA)> = —Q?(Rg— Ra) . (21)
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5. (1 point) Pour une sphére homogeéne pleine de coefficient A = 2/5, déterminer le rapport de la période

de rotation T” du centre de masse G de la sphére autour du point A et de la période de rotation 7" du
disque.

Compte tenu de la vitesse angulaire de rotation Q' constante du centre de masse G de la sphére (15),
le rapport de la période de rotation T” du centre de masse de la sphére et de la période de rotation T
du disque s’écrit,

T 2r @ Q14
T Qo QA

. (1 point) Déterminer le vecteur force de frottement statique F'; exercé par le disque sur la sphére en

termes des vecteur positions Rg et R4 et du vecteur vitesse angulaire €2'.

Compte tenu de I’équation du mouvement (9) et de l'accélération du centre de masse (21) orientée
radialement vers la point A, la force de frottement statique s’écrit,

F,=MAg=-MQ?(Rs— Ra). (22)

. (2 points) Montrer que le vecteur vitesse angulaire w de rotation propre de la sphére s’écrit,

/

9]
w—wOJrﬁ(RG*RG,O)v

oll wq est la vitesse angulaire de rotation propre initiale.

L’intégration de I’équation du mouvement (10) par rapport au temps de ¢’ = 0 a ¢’ = t s’écrit formelle-
ment,

t 1 t .
u':dt’:f—z”x/ Vet . (23)
/o AR 0

La solution de cette intégrale est,

Z X (VG — VG"())7 (24)

W — Wy = —

AR

Compte tenu de la vitesse (19) du centre de masse G de la sphére, la vitesse angulaire (24) devient,

W = wp — % 2 x (Q’x (Rg — RG,O)) = wo— % 2 x <2>< (Rg — Rg,o)>, (25)
et se réduit a,
/
w =wp + ﬁ (RG — RG,O) . (26)

. (2 points) Montrer que la composante verticale du vecteur moment cinétique de la spheére,

Ly=M(Rg— Rs) xVg+Igw,

évaluée au centre A de la trajectoire circulaire est constante.

Etant donné que le vecteur R4 est constant, la dérivée temporelle du moment cinétique s’écrit,
La=MVgxVg+M(Rg— Ry) x Ag+ Igw, (27)
et sa composante verticale est,

ﬁA-ﬁzM((Rg—RA)xA(;>-£+IG(dJ-2)- (28)
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A Taide de Vaccélération du centre de masse (21), compte tenu du fait que la composante verticale
de Daccélération angulaire de rotation propre (11) est nulle, la composante verticale de la dérivée
temporelle du moment cinétique (28) est nulle,

Ly 2=—MQ? ((RG ~ Ru) x (R — RA)) 2=0. (29)

Par intégration temporelle de équation (29), on en conclut que la composante verticale du moment
cinétique évalué au point A est constante,

L, -2 = cste, (30)

comme il se doit pour un mouvement circulaire.



